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エレガントな解答を求む 日本評論社 数学セミナー ８月号 出題について 

「エレガントな解答を求む」の数学セミナー１１月号の解答と解説が割り当て

られたページ数を大幅に超過してしまいましたので、数学セミナー編集部の

入江さんと相談の上、オリジナルをホームページに掲載することにしました。

この機会にもっと詳細な解説を付け加えようかとも思ったのですが、時間不

足で今回は断念しました。いずれ、この内容に付け加えた改訂版を作りたい

と思っています。計３５名の方から解答を頂きました。２０代４名 、３０

代３名、４０代９名、５０代９名、６０代７名 ７０代２名 ８０代１名と

なりました。 

本門の出題者の狙いは、Lagrange 恒等式 
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の意味を洞察してよい拡張（一般化）とバリエーションを見つけてもらうこと

でした。 

（１）で出題者が 出題文中で恒等式が Cours d’analyse 中で Cauchy によって

示され、Cauchy の不等式の証明に使われたと述べたことが仇になり（？）、

「Cauchy の不等式のよい拡張」と問いを解された方が半数近くに上がりま

した。その結果主問題（３）で多くの方が Hoelder の不等式を挙げその証明

をされました。Schwarz の不等式にせよ、Hoelder の不等式にせよ、有名な

証明を知っている事が却って、足枷になり、１,２の例外を除き、方向が違

っても取り上げようという気になるほどの面白みのある結果は、残念ながら

見出せませんでした。 

 

■ 問題１Lagrange 恒等式の導出 

２次式の基本変形によるもの、数学的帰納法、微分法、左辺の形に注目して行

列型にした物となる。正解は２５名、基本的な等式の取り扱いなので論理の

不備、式変形が不明確な解答は正解に数えませんでした。お一人、Cauchy
－Binet 型の行列式の等式をよく知られているとして、天下りに与えて、特

別な場合とした解答がありました。見抜かれたとおりですが、これはバラン

スを失した解答に思われます。それならば、使われた型の恒等式が何故自然

な一般化であるかを、問題（３）で洞察すべきでした。 
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２次式の基本変形による証明
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行列の展開

左辺を行列形にすると計算の見通しがよいだけでなく、幾何学的な意味も分かりやすい。

左辺＝
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を線形系 の 行列と言う。

 

３）その他 数学的帰納法によるもの、この場合は、省略。 
４）微分法 
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を任意に選び固定する。

＝ とおいて

＝ かつ は連結だから ＝ より結論が従う。

 

■ 問題２Lagrange 恒等式の積分型への一般化と Bunyakovsky-Cauchy 不等

式 
ここでは Lagrange 項等式の積分型とそこからの帰結として Schwarz の不等式
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を得るのが本来の意図である。判別式を使う Schwarz の証明はあまりにもエレ

ガントでよく知られているが、これをバカの一つ覚えの用に使うと逆に多くの

知見を見落とすことになります。 
ところで、何故かの有名な不等式が Bunyakovsky-Cauchy と言われなかったか

ということですが、ひとつは、彼の報告が読まれていなかったこと（やはりロ

シアはヨーロッパからすれば東の辺境です。ちなみに西の辺境がスペイン、こ

れは今日でもあまり変わりありません）もう一つは結果だけで証明がなかった。

これは私見ですが、Cauchy の証明で Lagrange 項等式の積分化は一目で分かり

ますので、Cauchy の仕事からの自明な帰結と見たのではないかと推察します。

ともあれ、この本来 Bunyakovsky が見切ったであろう恒等式がここでの主題で

す。 

{ } [ ]

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

2 22 2

I I

2 2

J

,Lagrange 1,2 ,n I= ,

1d g d - g d = g - g d d

g - g d d J ,

,g:I  

1

β β β

α α α

α α β

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ η η ξ ξ η

ξ η η ξ ξ η ξ η α ξ η β

×

∑→ ∫ → →

∈ ≤ ≤ ≤

→

∫ ∫ ∫ ∫

∫

"

\

\

連続型恒等式の発見

まず 項等式で 　 ｆ　 と置き換えれば

ｆ ｆ ｆ ｆ
２

＝ ｆ ｆ 　　ここで ＝ と予想される。

ここでは、ｆ を連続としよう。すると各辺は意味を持ち、証明は初等的な

逐次積分と重積分の運用である。　
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今、変換 ＝ は を に等長に写すから

ｆ ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ ｆ

 

コレが示すべきことであった。 
この等式の系として Bunyakovsky 不等式が得られる。等号成立条件は f が項等

的に 0 
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であるか、そうでなければ、g=λf なる定数λが存在することである。等号成立

条件のミスが目立ちました。 
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ｆ
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半数近い回答者が積分型では Schwarz の判別式を使う証明をそのままかいてい

ます。関数の積分可能性について不確かな記述が目立ちました。無論この出題

では積分論の知識は、仮定していませんから、連続関数と Riemann 積分の範囲

で扱えば十分です。 

２）Schwarz の方法の対称化 

一般化の問題に繋がるので、Schwarz の不等式の証明をツギのように対称化しま

しょう。 
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を展開すると、 ＝ －２ より対称行列

は非負である。　よって 　　これが示すべきことである。
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号成立条件は ＝ 　の必要十分条件は、 が存在して

だから ＝０　ｆ の連続性より ｆ と同値である。　

 

３）微分法を利用する方法 （波多野氏の解答） 

Lagrange 項等式の右辺の積分を逐次積分で置き換えるのがポイント 
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により恒等式が従う。
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■ 問題３ Lagrange 恒等式の一般化とその帰結 

もし、Lagrange 恒等式の Hoelder 型への拡張と言うものがあれば無論ここで取

り上げる物になりますが、残念ながらそのような解答はありませんでした。出

題者自身も、そのような方向は考えていませんでした。 

山田氏は Lagrange 恒等式の一般化として次の二つをあげています。 

但し、見通しを良くするためにベクトル記法に変えてあります。 
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平行２ｒ面体のピュタゴラスの定理です。

ｆ ｆ ｆ が連続な時

ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ
ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ

♯ 関数型の一般化　

( ) ( )

( ) ( )

( )
[ ] ( )

2

1 2 r
J

r r r

j k j k

n
1 2 r 1 2 r 1 2 r

1 2 r 1 2 r 1 2

d d d

, =  1 j,k n

Cauchy-Bunyakovsky
a a , ,a  (r n) G a a , ,a 0  a a , ,a

, ,  I= , G , , 0 , ,

β

α

ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

α β

≤ ≤

∈ ≤ ≥

≥

∫

∫

"

"

" \ " "

" "

ｆ

ただし、ｆ ｆ ｆ ｆ

以上の結果から古典的な 不等式の直接の一般化が得られる。
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すなわち 行列 は非負
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#１離散の場合の導出  

1 2 n(u u ,u )"少し一般化して、基本ベクトルの代わりに、任意の正規直交底 にたいして

展開公式を導こう
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特に　 の時が上に挙げた式である。

 

以上の話しは、r－ベクトルの空間の内積に対するピタゴラスの定理に他ならない。 

#２の導出 
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d d

d d d

β β

α α

β β

α α

β β β

α α α

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

"

" """"""""""""

"

"
" " """""" "

"

ｆ ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ ＝

ｆ ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) { } ( )

( ) ( )

( ){ }

n

1 1 1 r

1 1 2 2 r r 1 2 r
I

r 1 r r

k k

1 2 n 1 n

= d d

S 1,2 ,r 1,2 ,r , S 1,2 ,r
ˆ ˆ e =e  (k=1,2 n)

ˆdet = 1  J:= ,  
σ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

σ

σ σ

σ ξ ξ ξ α ξ ξ β

∈

± ≤ ≤ ≤ ≤

∫
"

" """""" "
"

" " "

"

" "

ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ

を 上の置換全体 に対して

を で定まる線形変換なら等長だから

▕

d

 

( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )

1 n1 2 n

n

S 1,2 ,r S 1,2 ,r

1 1 1 r

1 1 2 2 r r 1 2 r
S 1,2 ,r J

r 1 r r

J ,

ˆI = J = (J) 

,

d d d
σ

σ σ σ σ

σ
σ σ

σ

ξ ξ ξ α ξ ξ β

σ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

∈ ∈

∈

≤ ≤ ≤ ≤

∑ ∫

" "

"

" "

"
" """""" "

"

∪ ∪
また、 ＝

すると 境界は重なるが積分に寄与しない。

最後の項を分割して

ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ

▕

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

-1

-1 -1

-1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1

-1

1 2 r 1 2 r (k)

1 1 1 r

1 1 2 2 r r 1 2 r
J

r 1 r r

1 11 r

1 2 r1 2 r 1 2J

r r1 r

1 21J

ˆ =x =  x=  

d d d

= d

= sgn

σ

σ

σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ

σ

σ ηη η ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

η η

η η η η η η

η η

σ η η

∫

∫

∫

G G G G" "

"
" """""" "

"

"

" """""" "

"

ｋと記せば、 ｙ 　 ｙ とするなら、　 ＝

ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ

ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ

ｆ ｆ ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

r
d d

η

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )

-1 -1

1 1 1 r

r 1 22 r

r 1 r r

1 1 1 r

1 1 2 2 r r 1 2 r
S 1,2 ,r J

r 1 r r

d d d

d d d
σ

σ σ

σ

ξ ξ
η ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ∈
∑ ∫

"

"
" """""" "

"

"
" """""" "

"

ｆ ｆ

ｆ

ｆ ｆ

の変形より

ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ

rξ
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( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

-1 -1 -1

n

1 1 1 r

1 2 r 1 21 2 rJ
S 1,2 ,r

r 1 r r

2 2
1 1 1 r 1 1 1 r

1 2 r 1 2 rJ I

r 1 r r r 1 r r

= sgn d d

1= d d d = d d d
r!

σ σ σ
σ

ξ ξ

rdσ η η η ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

∈
∑∫

∫ ∫

"

"
" """""" "

"

" "
"""""" " """""" "

" "

ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ ｆ

ξ

 

 

r r

) Cauchy-Lagrange ,
r M Jakobi

Gram Cauchy-Lagrange
M

,rankd =r .
Ω⊂ ⊂ Ψ Ω→

Ψ

\

\ \ \

ｎ

ｎ

１の形の 恒等式の最も重要な例として例えば、 のなかの

次元曲面 上の体積要素の 行列式による表示（直交座標系による表示）を上げる

ことができる。

これは体積要素を表す 行列式にかんする 恒等式にほかならない。

を開集合　 　が　滑らかな写像 ： で与えられているとしよう。

但し この

■♯

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )1 2 r

1 2 r

1 2 r 1 2 n
1 2 r

1 2 r
1 j <j <  <j n 1 2 r

r M= = t ,t ,t

r dv  

dv = G , , dt dt dt =
t t t

Cauchy-Lagrange

dv = dt dt dt
t ,t ,t

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

≤ ≤

Ψ Ω Ψ ∈Ω

⎛ ⎞∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ
Ψ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂

∂

∂

∑
"

K K
"

K

K K
" " "

"K
"

"
１ ２ ｒ

１

２

ｊ ｊ ｊ

ｊ

時 次元曲面 上の点 ｔ 　ｔ 　に於ける

次元体積要素 ｔは

ｔ で与えられる。 ｔ ｔ ｔ ｔ

について 恒等式を用いれば

ｔ

ただし
( )
( )

K K K

( ) ( )

1 2 r

1 2 r

1 2 r

t t t

t t t

1 2 r

t t t

2n
j

j=1

=
t ,t ,t

,

dv = dt= dt

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

∂

∂ ∂ ∂

Ψ

∂⎛ ⎞
Ψ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑

"
" "
" """""""

"

１ １ １

２ ｒ ２ ２ ２

ｒ ｒ ｒ

ｊ ｊ ｊ

ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ

ｊ ｊ ｊ

特に滑らかな曲線 については

ｔ ｔ
ｔ

 

５）Cauchy-Binet 型の一般化 

Cauchy Binet不等式は実とか複素でないと具合悪いが、 － 型の一般化なら

ツギのように定式化できる。
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( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 2 n

1 2 n 1 2 1 2

V K n=dimV B b b ,b V

B b b ,b , V , V (V K-

b b b

b b b

b b

φφ φ

φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

∈ ∈

"

" " "

""
""

"""""""" """"""""
"

１ １ １

２ ２ １

ｒ ｒ

ｒ ｒ

ｊ １ ｊ ２ ｊ ｒ１ １ １ ２ １ ｒ

ｊ １ ｊ ２ ｊ ｒ２ １ ２ ２ ２ ｒ

ｒ １ ｒ ２ ｒ ｒ ｊ １ ｊ

を体 上の有限次元線形空間。　 　 ＝ を の基底

　 ＝ を双対基底。　ｆｆ ｆ 上の 値線形写像）

ｆ ｆ ｆｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆｆ ｆ ｆ
＝

ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ( ) ( )

( )1 2 n

b b b

b b b

b b bb

V V

B b b ,b V

φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ
≤ ≤

∗

∑
"

"

"
""""""""

""

"

１ １ １

２ ２ ２

１ ２ ｒ

ｒ ｒ ｒｒ

１ ｊ ２ ｊ ｒ ｊ

１ ｊ ２ ｊ ｒ ｊ

１ｊ＜ｊ＜ ＜ｊ ｎ

１ ｊ ２ ｊ ｒ ｊ２ ｊ ｒ

（ ）（ ） （ ）

（ ）（ ） （ ）

（ ）（ ） （ ）ｆ

特に が内積空間、 が の内積とする。　線形形式は表現定理より内積で

表示されるから、 ＝ を の正規直交基底とすると、次の展開公式を得る。

 

1 2 1 2 r

1 2 1 21 1 2 1 1

1 2 2 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

, ,g g g V

, b , b , b b ,g b ,g b ,g,g ,g ,g

,g ,g ,g , b , b , b b ,g b ,g b ,g
=

,g ,g ,g , b , b , b b ,g b ,g

r rr

r r

r r r r r

∈" "

" ""

" "
""""""""" """"""""" """""""""

" "

１ １ １ １ １ １

２ ２ ２ ２ ２ ２

ｒ ｒ ｒ ｒ ｒ

ｒ

ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ

ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ

ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ

r"

ｆｆ ｆ

ｆ ｆ ｆｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ

{ }

{ } ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1 2

1 n-1 k k2 n-1
1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

b ,g

V n-1 n x x ,x  

,

, V B= 1,x,x ,x  B = , , ,  , = 0  (1 k n-1)

x x , x

x x , x

r

δ δ δ δ

≤ ≤

∗∈ ≤

∑
"

"

"

" " "

"

"
"""

１ ２ ｒ

ｒ

１ｊ＜ｊ＜ ＜ｊ ｎ

ｊ

ｒ

ｒ

ｒ

ｒ

このようなタイプの行列はしばしば現れる、

例えば、 を 次以下の多項式関数の作る 次元線形空間、 を相異する点

（実または複素）のシステムとすれば

≤ｆｆ ｆ ただし ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

◆

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 r 1 2 r

1 2 r1 2 r

r 1 r 2 r 1 2 r1 2 r

0 0 , 0 x ,x ,x

x ,x ,x0 0 , 01=
! ! !

x x , x x ,x ,x0 0 , 0

Van derMonde Cauchy-Binet

≤ ≤
∑
"

" "
""

" """""""""" """"""""
" ""

１ １ １
１ １ １

２ ２ ２ ２ ２ ２

１ ２ ｒ

ｒ ｒ ｒｒ ｒ ｒ

ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ

ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ

１ｊ＜ｊ＜ ＜ｊ ｎ １ ２ ｒ

ｊ ｊ ｊｊ ｊ ｊ
ｒ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ ｆ

ｊｊ ｊ

ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ ｆ

左辺の 型行列式の 型展開公式の一つ。

出題者が

Chebyschev
このような事を考えた、

理由は 多項式系などの一般化の際にシステムを特徴付ける行列式を統一的に

理解しようとしたときだったと記憶している。

６）Chebyshev の順序不等式 

 Chebyshev の順序不等式を Cauchy と同じタイプの恒等式から得られる不等式

という指摘を Tezuka 氏がされていた。Chebyshev の順序不等式とは
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

n

j j
j=1

n n n

j j j j j j j
j=1 j=1 j=1

,g:  p 0 (j=1,2 ,n) p =1 

p g p g p  

, p: p =1 

,g:  

p g p

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

→ ≥

≤ ≤ ≤

⎛ ⎞⎛ ⎞
≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

→

→

≤

∑

∑ ∑ ∑

∫

∫ ∫

\

\ \

\ \ "

"

\ \

\ \

１ ２ ｎ

ｆ 非減少関数、 は を満たす正数列

任意の非減少列　 　にたいして

ｆ ｆ が成立する。

連続バージョンは例えば　 　　非負で ｄ を満たすとする。

ｆ 非減少関数ならば、

　ｆ ｄ ｄ ｆ( ) ( ) ( )g pξ ξ ξ ξ∫\ ｄ

 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p X p

E X E g X E g X

u,v:

u,v := u v p

Cauchy-Binet

,g e,g
g p - p g p =  

,e e,e

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

≤

→

∫

∫ ∫ ∫

\

\ \ \

\ \

は確率密度関数と理解されるから を密度関数 を持つ確率変数とすれば、

この不等式は期待値の不等式　 ｆ ｆ 　を表しています。

連続型の時、対応する恒等式は、　 に対して、内積を

　　　　　　　　　　　 ｄ

とすれば 型の展開公式から直ちに得られます。

ｆ
ｆ ｄ ｆ ｄ ｄ

ｆ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

e

g p g p,g e,g g g
p p

,e e,e p p

,g e,g g g
= p p

,e e,e

g g
- p p  

,g e,g 1= - g -g p
,e e,e

ξ ξ ξ ξ η η η ξ η
ξ ξ η η

ξ ξ ξ η η

ξ η

η ζ
η η ξ ξ η

ξ η
η ξ η η ξ

ξ η ξ η ξ

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

\ \

\ \

\ \

\ \

\ \

\

\

２

ただし は 上で定数１を取る関数。

ｆ ｄ 　　 ｄｆ
＝ ＝ ｆ

ｆ １　　１ｆ ｄ 　　　　 ｄ 　　　

と を入れ替えて計算すれば

ｆ
ｆ ｄ ｄ

ｆ １　　１

＝ ｆ ｄ ｄ
１　　１

ｆ
故に ｆ ｆ

２ｆ
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

p

- g -g 0 ,

Chebyschev

η ξ η

ξ η ξ η ξ η≥ ∈\２

ｄ ｄ

ｆ ｆ が任意の について成立するので不等式が従う。

　練習問題　　離散型の の順序不等式に対応する恒等式を求めよ

ξｄ ｄ

７）その他 落合氏は一般の実内積空間の内積についての Schwarz 不等式は、

一般の内積を持つ平面幾何にほかならぬ事を指摘され、初等幾何の証明を与え

ています。この件については「いわゆる Schwarz のトリック」についての解説
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を兼ねてまとめて説明して置きました。 

■問題４ オープション問題 

１）Lagrange 恒等式のバリエーションという趣旨をよく活かした金井氏の解答

を紹介する。 

n n n n
j j

j j j j
j=1 j=1 j=1 j=1 j j

2
n n n n

j j j j j j
j

1 j=1 j=1 j=1 j=1j j j j j j

-

-
n

j
j

α β
α β α β

α β

α β α β α β
α β

α β α β α=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

（ ＋ ）
＋

＋ ＋ β
⎞
⎟⎟
⎠＋

 

( )
( )( )

2 2 2
n

j j j

1 1 j=1 j jj j j j

2

k j

1 j<k n j j k k j j

2

j k k j

1 j<k n j j

n

j j
j j=1

Lagrange

-

-
=

-

n n
j

j j

j

α β α β
α βα β α β

α β α β

α β α β α β α β

α β α β

α β α β

α β

= =

≤ ≤

≤ ≤

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑

ｋ

ｋ ｋ

ｋ ｋ

＝（＊）
＋＋ ＋

（＊）に 恒等式を使うと

（＊）＝
＋ ＋ ＋ ＋

＋ ＋

( )
( )( )

2
n n n

j k k jj j
j j

=1 j=1 j=1 1 j<k nj j j j

n 1 2 n

-
=

, ,
a:=( =0 b:=( )=0 b a

α β α βα β
α β

α β α β α β

α α α β β β λ
λ

≤ ≤
∑ ∑ ∑ ∑

" "

ｋ ｋ

１ ２

（ ＋ ）
＋ ＋ ＋

よって右辺から求める不等式が得られる。等号成立条件は

） または 　または ＝ なる

定数 が存在するときである。

 

２） 

連続型の対応する恒等式は 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

J

,g:I  
g :I

+g
g

g - ( +g )
+g

g - g
=

+g +g

β β β β

α α α α

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ η η ξ
ξ η

ξ ξ η η

→

→

∫ ∫ ∫ ∫

∫

\

\

ｆ を連続で正の値を取る関数とすると、

ｆ
　は連続だから積分可能で、

ｆ

ｆ
ｆ ｄ ｄ ｆ ｄ ｄ

ｆ

ｆ ｆ
ｄ ｄ

ｆ ｆ

ξ  



 13

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2

2 2

g
g - ( +g )

+g

g g
= - g - -

+g +g +g

g
= -

+g +g

β β β β

α α α α

β β β β β

α α α α α

β β

α α

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξg
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

金井氏の取り扱いを用いれば、エレガントな証明になる。

ｆ
ｆ ｄ ｄ ｆ ｄ ｄ

ｆ

ｆ ｆ ｆ
ｆ ｄ ｄ ｄ ｄ ｄ

ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ
ｄ ｄ

ｆ ｆ ｆ ( )

ξ
⎞
⎟⎟
⎠

( )
( ) ( )

2

g

+g +g

Lagrange ,

β

α

ξ
ξ

ξ ξ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ｄ

ｆ

ここで の恒等式を用いれば、最後の項は

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

J

2

J

g g
-

+g +g +g +g

g - g
=

+g +g

ξ η η ξ
ξ η

ξ ξ η η η η ξ ξ

ξ η η ξ
ξ η

ξ ξ η η

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

∫

ｆ ｆ
ｄ ｄ

ｆ ｆ ｆ ｆ

ｆ ｆ
ｄ ｄ

ｆ ｆ

 

３）金井氏は、連続型の不等式は 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

g, I  Schwarz
g g

g g
gg g

g g
- g -

g g

β β β

α α α

β β β β β

α α α α α

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

→

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
≥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

\

２ ２ ２

２

ｆ
連続関数 ： に の不等式

ｆ＋ ｆ＋

を適用することにより、導かれた。

ｆ ｆ
ｄ ｄ

ｆ ＋ｆ ＋ ｆ ＋

ｆ ｆ ｆ
ｆ ｄ ｄ

ｆ ＋ ｆ ＋ ｆ ＋

故に左辺を展開すると

ｆ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

g
g

⎞
⎟⎟
⎠

g
g - g 0

g
β β β β

α α α α

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
≥∫ ∫ ∫ ∫

ｆ
ｄ ｄ ｆ ＋ ｄ ｄ

ｆ ＋

 

４）解説 

金井氏のやり方は、ベクトルと行列で表せば意味がハッキリする。要点は内積を適切に取

ると Lagrange 恒等式に帰着することである。 
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n 1 2 n j j

n j jn
j=1

j j

n n n n
j j

j j j j
j=1 j=1 j=1 j=1 j j

j j j j

a:=( b:=( ) >0 >0   1 j n

x,y :=
+

a,a+b     a,b a,a b,a
- = =

a+b,a+b a+b,b a,b b,b

u = e 1 j n)

α α α β β β α β

ξη
α β

α β
α β α β

α β

α β

≤ ≤

≤ ≤

∑

∑ ∑ ∑ ∑

" "

\

１ ２ ）　

の内積を 　　により定義すると、

（ ＋ ）
＋

＋ 　　（ は、この内積に関する正規直交基底

この基底につい

( ) ( )( )

j j j j j j j j j j

2 2
j j j j

1 j<k n 1 j<k nk k k kj j k k

Lagrange ,

= a,u = / , = b,u = /  1 j n)

, 1G a,b = =
,

ξ α α β η β α β

ξ η α β

ξ η α βα β α β≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

∑ ∑

て一般化された 恒等式を適用すると

＋ ＋ （

故に　
＋ ＋

 

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2
n n n n

j k k j j k k jj j
j j j j

j=1 j=1 j=1 j=1 1 j<k n j,kj j j j k k j j k k

- -1- = =
2

,
u,v:I  

u v
u,v :=  

+g

, +g
=

β

α

α β α β α β α βα β
α β α β

α β α β α β α β α β

ξ ξ
ξ

ξ ξ

≤ ≤

→

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∫

\

（ ＋ ）
＋ ＋ ＋ ＋ ＋

対応する不等式と等号成立条件は直ちに得られる。

連続バージョンの恒等式は

この導出も数列バージョンと同様に内積を　 にたいして

ｄ とおけば、
ｆ

ｆｆ ｆ
左辺 ( )

,g
=G ,g

+g, +g +g,g
ｆ

ｆ ｆ ｆ

 

＊関数についての定義域や滑らかさについての条件をはるかに一般的に出来るが、それに

ついてはこのコーナーでの想定を超えているので扱わない。 

同じ条件で、波多野氏の証明を紹介する。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

y y y y

y y

y y

2
y

g
y = g - ( +g )

+g

y = y g +g y

g y g y
- y +g y - ( +g )

+g y +g y

g y - y g
=

+g y +g y

α α α α

α α

α α

α

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ ξ

Θ

′Θ

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

ｆ
ｆ ｄ ｄ ｆ ｄ ｄ

ｆ

ｆ ｄ ｆ ｄ

ｆ ｆ
ｆ ｄ ｆ

ｆ ｆ

ｆ ｆ
ｄ

ｆ ｆ

ξｄ
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2
y

2

g y - y g
y y

+g y +g y

g - g
+g +g

Milin Cauchy

β

α α

ξ ξ
α β β ξ

ξ ξ

ξ η η ξ
ξ η

ξ ξ η η

ζ

Θ ∫ ∫

∫Ｊ

ｆ ｆ
について から まで積分すると ＝ ｄｄ

ｆ ｆ

ｆ ｆ
＝ ｄ ｄ 　これが示すべきことであった。

ｆ ｆ

氏はオープション問題（ の不等式）を拡張して の不等式と組み合わせ、

御自身の不等式を得ている。

■ Schwarz の不等式は平面上の定理である（Schwarz のトリックについて） 
このテーマに関係する話しをするたびに、教員の方から教えられている立場と

して、Schwarz の方法は鮮やかだが、根拠がわからない、学生（生徒）を納得

させられない。この方法の根拠はという御質問を頂きます。そこで、最後に

Schwarz の方法を幾何学的に考えて見ましよう。 

( )

( ) { }

( )1

V , ,Sch

Cauchy-Schwarz
u,v V

W:=span u,v = u+ v  , ,

u,v
,

e + e = u+ v W  

ξ η ξ η

θ ξ ξ ξ ξ

∈

∈

∈

\

１ ２ ２ １ ２

一般の内積空間 　が与えられているときよく御存知のように の方法で

の不等式が証明されるわけです。これを幾何学的に見ます。

まず線形独立な が与えられたとする。　

は２次元の部分空間

従って により張られる実平面上で考えれば十分なのです。

正確に言うと

は同型対

▕

warz

( ) ( )

( )

, x,y := x , y  x,y

W

W

θ

θ

θ θ ∈\ \

\

２ ２

２

応で に内積を

として定義してやると、これが、 のコピーになっているわけです。

逆に は と見て、平面幾何学が出来るわけです。

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

2

t

22
2 22

2 2

t

,
t :=tu-v  t   -v u

t = tu-v  t

min t    

u v - u,vu,v
t =t u - t u,v v u t- +

u u

min

φ

φ φ

φ ∈

∈

Θ

Θ

⎛ ⎞
Θ ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

\

\

２ ２

２

要するに通常の平面に斜交座標が入った世界を考えている事になります。

は点 　を通り　方向ベクトル 　を持つ直線です。

は原点から、直線 上の点 への距離の平方です。

直線 と原点の距離：＝ これは、２次式の基本変形で計算できる。

　 ２ ＋ ＝

( ) ( ) ( )

( )

22

0 02 2

22

u v - u,v u,v
t = t =     t =

u u

, u v - u,v >0 

∈ Θ Θ\

２

２

ただし

特に
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( )
0

22

t u-v

u,v u v - u,v

Schwartz

φ
２

次の問題を解くと、意味が一層よく分かるでしょう。

　 は直線 に直交する事を示せ

今述べた幾何から　 を辺とする平行四辺形の面積が

である事を導け。

　正射影により の不等式を導け。

　

　　

◆

◆

◆

 

Schwarz の方法は与えられた元（ベクトル）の部分空間のみで考える内在的

議論である点が普遍的で強力なのです。それに対して Lagrange 恒等式を用いる

方法は、あらかじめ与えられた全空間の直交系で展開しています。これは特定

の座標に依存した方法です。最も具体的な計算は、この方が便利なことが多い。

実際、曲線や曲面上の面素の具体的な基礎公式は面素の平方を表す Gram 行列

式の Cauchy-Lagrange 展開で与えられています。 

落合氏は（３）で恐らく上に述べた ( )θ
\２ を考えられたと思うのだが、正確

な記述になっていなかった。氏は Herron の公式を天下りに使われた。むしろ氏

は ( )θ
\２ で、Herron の公式が成立する事を証明したことになります。もしか

すると氏は、私どもの大先輩なので、一般の計量幾何学をよく御存知であるの

かもしれません。私達の年代から、大学の数学は「現代化」されたので、常識

の範囲に食い違いが生じているかもしれません。 
 

■ 最後に 

感想、お便りありがとうございました。解答の原稿時間に終われて四苦八苦してしまいま

したが。問題を通じて、投稿された皆さんとの対話を楽しむことが出来ました。恐らく基

礎的な問いだったので、この欄で活躍される猛者たちは却って戸惑われたのではないかと

思います。また問いを Lagrange 恒等式の一般化に制限してスッキリすべきだったと反省し

ています。そのために題意が不明確になって、もっとエレガントな解答を見るチャンスを

失ったかもしれないとおもっています。 

 

 
 


